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1. Uvod

Markowitz teorija stara je nekih Sezdesetak godina. Primjena Markowitz teorije u
originalu podrazumijeva izracun rizika i korelacije sa bezuvjetnim varijancama i bezuvjetnim
koeficijentima korelacije izraCunatim za vremenska razdoblja puno duza od jednog dana.
Ideja ovoga rada je pokuSati azurirati Markowitz teoriju s novijim statistickim alatima,
veéinom razvijenim tijekom i poslije sedamdesetih i osamdesetih godina dvadesetog stoljeca.

Rad se temelji na GARCH modelima, prvenstveno GARCH (1,1) i DCC-GARCH
(1,1), koji su potrebni za procjenu varijance i korelacije dionica. Da bi se izraunali parametri
GARCH modela, optimizirati ¢e se isti primjenom genetickog algoritma.

Efikasna granica biti ¢e izraCuna u dva koraka. Prvo ¢e se procijeniti uvjetna varijanca
svake dionice posebno pomoéu GARCH modela. Nakon toga uvesti ¢e se DCC-GARCH
model za procjenu korelaciju izmedu dionica. Sa time je izraunato sve §to je potrebno za
efikasnu granicu.



2. Markowitz portfolio teorija

Prije 1950-ih investitori su govorili o postojanju rizika, ali nije bilo neke posebne
mjere kojom bi se rizik kvantificirao. Unato¢ tome, da bi investitori napravili portfelj morali
su nekako kvantificirati rizik. Osnovni model portfelja razvio je Harry Markowitz u svojim
radovima Portfolio Selection(1952) i Portfolio Selection- Efficient Diversification of
Investmentg1959). Markowitz je pokazao da je varijanca prinosa smislena mjera rizika i
dosao je do formule za izracun varijance portfelja. Ta je formula pokazala vaZnost
diversifikacije imovine kako bi se smanjio ukupni rizik portfelja, ali je pokazala i kako
efektivno diversificirati.' Varijanca je statisticka mjera disperzije prinosa oko sredine, gdje
veca varijanca ukazuje na vecu disperziju. Formula za varijancu portfelja je sljedeca:
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w;=udio imovind u portfelju

sZ=varijanca imovine

Coy, =kovarijanca imoviriej i

Formula za varijancu portfelja pokazuje da je rizik portfelja funkcija (1) varijanci
pojedinac¢nih imovina, (2) kovarijanci izmedu imovina 1 (3) udjela pojedine imovine u
portfelju. Veca varijanca pojedine imovine znaci i vecu varijancu portfelja. Takoder, varijanca
portfelja biti ¢e veca §to je kovarijanca izmedu imovina veca.

Ako bi se u formuli za varijancu portfelju isprobale sve moguce kombinacije alokacije
imovine unutar portfelja, tj. sve moguce udjele pojedinih imovina, dobio bi se graf kao na
slici dolje. Crvene tocke na grafu pokazuju portfelje koje daju moguce kombinacije udjela
imovine u portfelju. Plava linija pokazuje najbolje od tih kombinacija i naziva se efikasna
granica. Efikasna granica predstavlja portfelje kojima imaju najmanji rizik za danu razinu
prinosa ili najve¢i prinos za dani stupanj rizika. Svaki portfelj koji se nalazi na efikasnoj
granici ima veci prinos za isti rizik ili nizi rizik za isti prinos, nego portfelj ispod granice.
Efikasna granica predstavlja trade-off izmedu prinosa i rizika.

! Frank K. Reilly, Keith C. Brown: Investment analysis and portfolio management, South-Western College Pub, 2005., str.
211



Slika 1:Efikasna granica
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Gdje tu ulaze GRACH modeli? GARCH modeli ¢e se Koristiti upravo zato da bi se izracunale
varijance i kovarijance koje nam potrebne za izracun varijance portfelja i na kraju efikasne
granicu. Pomo¢u GARCH modela procijeniti ¢e se uvjetne varijance i korelacije. Bezuvjetna
varijanca je varijanca za koju se pretpostavlja da je konstantna tijekom cijelog razdoblja.
Moze se gledati kao dugoro¢ni prosjek varijance tijekom tog razdoblja. Uvjetna varijanca ¢e
se mijenjati u svakoj tocki vremena zato §to ovisi o povijesnim prinosima do tog trenutka.’

3. GARCH model

GARCH model pretpostavlja da je dinami¢no ponaSanje uvjetne varijance dano sa
sljede¢om jednadZbom uvjetne varijance:

si=w+B, +8B,s

w=$*(1 - a-)b

s?Z =uvjetna varijanca u razdoblju t
R, =kvadrat prinosa u razdoblju t-1
sf_ 1 =uvjetna varijanca u razdoblju t
w, & kb parametri

Dakle, prema GARCH modelu, uvjetna volatilnost definirana je kao korijen iz uvjetne
varijance. Varijanca u razdoblju t ovisiti ¢e o prinosu iz prethodnog razdoblja 1 varijanci i1z

2 Alexander, Carol: Market risk analysis, Practical financial econometrics, Wiley, 2008., str. 132.



prethodnog razdoblja. Koristen je variance targetingkako bi smanjio broj parametara koji je
potrebno procijeniti za jedan. Razlike u minimalnoj vrijednosti funkcije vjerodostojnosti nece
biti velike, a smanjiti ¢e se vrijeme potrebno za procjenu parametara.

Ograni¢enja na parametre GARCH modela zahtijevaju da sva tri parametra budu
pozitivna, te da zbroj parametara uz varijable bude manji od jedan, odnosno:

w>0
a, ko
a+ b4

Parametri GARCH modela procjenjuju se minimiziranjem logaritamske funkcije
vjerodostojnosti (log likelihood function Za simetri¢cni GARCH (1,1) model skup nepoznatih
parametara oznaliti ¢e Se sa q = a, b. Ovisnost funkcije vjerodostojnosti (dalje: LLF) o
parametrima javlja se zato §to je s¢ dano s jednadzbom uvjetne varijance. Kao §to je

navedeno ranije, postoje ograni¢enja na parametre modela. Sukladno tome, za minimiziranje
mora se koristiti metoda optimizacije s ograni¢enjima.

Da bi se rijesio problem optimizacije s ograniCenjima koriStena je Penalty function
metoda* optimizacije s ograni¢enjima. U novu LLF ukljuten je uvjet s ograni¢enjima s
nejednakostima (inequality constraint term Uvjet ograni¢enja moze poprimiti dvije
vrijednosti. Vrijednost uvjeta ogranicenja biti ¢e nula ako je uvjet ogranic¢enja zadovoljen (tj.
ako je suma alfe i bete manja od jedan) i tada nece imati utjecaja na funkciju jerodostojnosti.
U suprotnom, uvjet ogranicenja ¢e poprimiti vrijednost koje je jednaka 100*exp(a+p) 1 na taj
nacin ¢e povecati vrijednost LLF. Nakon specifikacije nove LLF moZze se primijeniti metoda
optimizacije bez ograni¢enja da bi se procijenili parametri modela.

MinInLHg) = Mir%{éé%ln(Z/) %In( tzé ‘ijsitz gm’\%% (ng( )))
9(x)=[a +4
y(gm(X))—P 0 - gn(x)e1

_%exp(emgm(x)) - gn(X)>1
vV,=100 "m 4,..M
e, =1 "m %,..M
M=1

4. Geneti ¢ ki algoritam

Geneticki algoritam (dalje: GA) je metoda optimizacije i trazenja koja se temelji na
principima genetike 1 prirodne selekcije. GA traZi optimalno rjeSenje tako da populacija koja

3 Christoffersen, Peter: Elements of financial risk management, Academic Press, 2003., str. 29.

4 Yang, Y. Won, Cao, Wenwu, Chung, Tae-Sang, Morris John: Applied numerical methods using matlab, Wiley-Interscience,
2005., str. 346.



se sastoji od mnogo pojedinaca evoluira prema odredenim pravilima u stanje koje minimizira
fitnes (fitnesg funkciju. Razlikuje se od klasi¢ne optimizacije (s derivacijama) po tome $to ne
zahtijeva informacije o derivaciji i simultano pretrazuje povrsinu funkcije iz velikog uzorka
vrijednosti varijabli.’

Binarni GA predstavlja varijable u binarnom obliku (0,1), dok kontinuirani GA
predstavlja vrijednosti varijabli u decimalnom obliku. Nakon provedenog testiranja obadva
geneti¢ka algoritma odluceno je da ¢e se u radu koristiti kontinuirani geneticki algoritam
(dalje: CGA) zbog bolje konvergencije prema globalnom minimumu i brzine izvodenja.

CGA funkcionira na sljede¢i nac¢in. CGA zapocinje tako da se prvo specificira fitnes
funkcija (Sto je u slucaju rada LLF), odrede varijable i pocetni parametri CGA. Nakon toga
generira se pocetna populacija. Zatim se procjenjuje fitnes funkcija i sortiraju vrijednosti
procijenjene fitnes funkcije. U sljedeCem koraku biraju se po metodi slucajnog sparivanja
kromosomi roditelja od kojih ¢e se dobiti novi kromosomi djece. Na kraju slijedi mutacija
gena. GA zavrSava izvodenja u 50 generacija.

Pocetni parametri CGA su kako slijedi:
A broj gena u kromosomu: 2

broj kromosoma u populaciji: 40

> >

stopa selekcije: 40%
stopa mutacije: 40%

broj generacija: 50

> > >

brzina izvodenja: ~0.7 sekundi

5 Haupt, L. Randy, Haupt, E. Sue: Practical genetic algorithms, Wiley-Interscience, 2004., str. 22.
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5. DCC-GARCH model

Kao S$to je navedeno, za efikasnu granicu potrebne su varijance i1 koeficijenti
korelacije. Uvjetne varijance su ve¢ izracunate pomo¢u GARCH modela, uvjetni koeficijenti
korelacije izracunati ¢e se sa DCC-GARCH modelom. U DCC-GARCH modelu, pj je
bezuvjetna korelacija. Uvjetna kovarijanca ovisiti ¢e o bezuvjetnoj korelaciji,
standardiziranim prinosima imovina iz prethodnog razdoblja i uvjetnoj kovarijanci iz proslog
razdoblja. Uvjetna varijanca ovisiti ¢e o prinosu iz proSlog razdoblja 1 varijanci iz proSlog
razdoblja. Specifikacija DCC-GARCH modela za portfelj sa n imovina je sljedeca:
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r; =bezuvjetna korelacije iznde imovine i i imovine |
G (+1 = Varijanca imovine i u trenutku t+1
d; ++1 =kovarijanca imovine i i imovine j u tretku t+1
z,,,7, =standardizirani prinosmovine i i imovine j u trenutku t
n=broj imovina u portfelju
T =broj obzervacija

Parametri DCC-GARCH modela biti ¢e procijenjeni maksimiziranjem funkcije
vjerodostojnosti s uvjetom ograni¢enja s nejednakostima. U slucaju portfelja sa n imovine,
zapisujemo LLF pomocu n dimenzionalne funkcije normalne distribucije:

: e . L M,
minL, =ming -0.5*g (qu e ;+tlx$ aw/( a( >))
e t m=1
o(x)=[a +4 »
_F 0 - gm(X)¢l
m\X))=
J/(g ( )) %exp(emgm(x)) - gn(x)>1
v,=100 "m 4,..M
e,=1"m %,..M
G Korelacijska matrica
|G| =determinanta korelacijske matrice

6. Pomi ¢na efikasmna

granica

Na osnovi varijanci i korelacija izraCunatih pomoéu GARCH modela moze se dobiti
trodimenzionalna efikasnu granicu za svaki dan u promatranom razdoblju, $to se moze vidjeti
na slikama dolje. Iz grafova moze se zakljuciti sljedece. Prvo, efikasna granica krece se
tijekom vremena. Efikasna granica prilicno je bila nestabilna tokom razdoblja financijske
krize. Dalje, moze se vidjeti da portfelji u plavo-zelenom podru¢ju imaju malu varijaciju
prinosa i konstantno ostvaruju pozitivne prinose.



Slika 3:3D efikasna granica
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7. Zakl juc¢ak

Ovaj rad pokazao je, ukratko, najcesc¢e koriStene modela za modeliranje volatilnosti i
korelacije i ideju iza Markowitz portfolio teorije. U prvom poglavlju objasnjeno je zaSto su
potrebne varijance i korelacije, koje su procijenjene pomoc¢u metoda prikazanih u sljede¢im
poglavljima. Trece i peto poglavlje dali su prikaz GARCH modela, koji ¢ine osnovu ovog
rada. Na kraju, preko formule za varijancu portfelja napravljen je graf efikasnih granica
tijekom promatranog razdoblja.

Nakon §to je napravljen GARCH-Markowitz model za alokaciju imovine u portfelju,
sljedeci korak bio bi izrada modela koji ¢e selektirati dionice po drzavama i industrijama kako
bi se odredilo potencijalne dionice koje bi mogle biti u portfelju. Na kraju trebalo bi provesti
analizu kako bi se utvrdile performanse tih portfelja.
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